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RESUMEN 
En  el presente trabajo se utiliza la función de Mazur para probar la existencia de una 
función no lineal biyectiva y continua  de 2l  sobre un subconjunto de 2l  cuya 
inversa es discontinua en todo punto.  También se presenta un ejemplo, relativamente 
sencillo, en el caso lineal. 
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ABSTRACT 
In this paper the Mazur function is used to prove the existence of a nonlinear 
bijective and continuous function from 2l  on a subset of 2l  whose inverse is 
discontinuous at every point.   Also a rather simple example is shown in the linear 
case. 
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INTRODUCCIÓN 
Los espacios de Hilbert son de vital importancia en el análisis 
moderno, en este trabajo vamos a limitar nuestra atención al espacio de 
Hilbert 2l  (Stein & Shakarchi, 2005) y al espacio de Banach 1l    
(Rynne  & Youngson, 2008). Como 1 2l l , podemos aplicar a 1l  la 
topología de 2l .  Consideramos la función 1 2 1 2:G F l l l    y 
mostramos que G  es una biyección continua no lineal; sin embargo F  
es discontinua en todo punto de 1l . 
 
1. EJEMPLO EN EL CASO LINEAL 
A continuación presentamos un ejemplo de una función lineal continua 
y biyectiva cuya inversa es discontinua en todo punto. 
 
Ejemplo: Sea 2 2:f l l  la función definida por 
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se tiene que f  es una función lineal. 
Note que 
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Notación: Para cada   21 2, ,x x x l   y  Nℕ  denotemos 
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Probemos que Y  es denso en 2l .   En efecto, sea   2
1n n
x x l
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Por lo tanto, la sucesión 
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 converge a x  en 2l  y 2Y l ; es 
decir, Y  es denso en 2l . 
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Esto implica que f  es un operador lineal acotado (Maccluer, 2009) y 
1f  .   Así pues, f  es continua en 2l . 
 
Es claro que 2:f l Y  es biyectiva y su inversa está definida por 
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Consideremos la sucesión ortonormal  1 2, ,e e  de 
2l , entonces como 
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se tiene que ne Y  para todo  n ℕ.   Además 
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Por lo tanto, 1f   es un operador lineal no acotado (Amann & Escher, 
2009). Esto implica que 1f   es discontinua en todo punto y Y . 
 
Observación: Recordemos que 1l  es denso en 2l  bajo la topología 
inducida por la norma 
2
 . 
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2. EJEMPLO EN EL CASO NO LINEAL 
Teorema 1: Sea 1 2 1 2:G F l l l   .   La inversa de la función de 
Mazur (1929).   Para todo   21 2, ,x x x l   y 0   existen Nℕ  y 
0   tal que si   21 2, ,y y y l   y 2x y   , entonces: 
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Demostración: Como   21 2, ,x x x l  , existe un número natural N  
tal que 
1
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N
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Tomemos  12 4min ,
  .   Sea   21 2, ,y y y l   tal que 
2
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por lo tanto, para todo 1i N   se tiene que 
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de donde 
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Por lo tanto,  
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Teorema 2: Sean 1 2 1 2:G F l l l    la inversa de la función de 
Mazur,   21 2, , , 0x x x l     y Nℕ.   Entonces existe un 0   
tal que si 
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Demostración: Note que la función 
 
ƒ: ℝ → ℝ 
ƒ (t ) = sgn ( t ) t² 
 
es continua en ℝ.   Luego, para cada 1,2, ,i N  existe un 0i   tal 
que: 
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Tomemos  1 2min , , , N    . 
 
Sea   21 2, ,y y y l   tal que 2x y   .   Entonces i ix y    
para todo 1,2, ,i N .   Por lo tanto, 
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Teorema 3: Sea 1 2 1 2:G F l l l    la inversa de la función de 
Mazur.   Entonces G  es continua en 2l . 
 
Demostración: Sean   21 2, ,x x x l   y 0  .   Por el Teorema 1, 
existe un número Nℕ  y 1 0   tal que 
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Luego, por el Teorema 2, existe un 2  tal que  
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Sea  1 2min ,   .   Luego, si 
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Por consiguiente, G  es continua en x , para todo 2x l . 
 
Teorema 4: Sea 1 2 2:F l l l   la función de Mazur (1929).   
Entonces F  es discontinua en x , para todo 1x l . 
 
Demostración: Sea   11 2, ,x x x l   y 0  .   Probemos que existe 
un punto 1y l  tal que 
2
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En efecto, sea n ℕ con 1
n
 .   Note que la función  
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Por lo tanto, existe un 0   tal que   1
2 n
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Como   11 2, ,x x x l  , se tiene que 
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Como   11 2, ,x x x l   y  1 2, ,y y y  sólo difieren en una 
cantidad finita de términos, se tiene que 1y l . 
 
Note que 
    sgnsgn sgntnt t   para todo tℝ.  Por lo tanto, 
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de donde 
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Finalmente,
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de donde,     122 .F x F y   
 
De todo lo anterior se deduce que F  es discontinua en x , para todo 
1x l . 
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Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene el siguiente 
corolario. 
 
Corolario 1: Sea 1 2 1 2:G F l l l   . Entonces G  es una biyección 
continua y 1G F   es discontinua en todo punto 1x l . 
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